Taller 4: ejercicios sobre Composicion de Funciones, Funcion
Inversa y Funciones Trigonométricas Inversas

1. Composicién bésica: Dadas las funciones f(r) =2z + 3y g(x) = 2% — 1

(a) Encuentre (f o g)(x)
(b) Encuentre (g o f)(x)
)
)

(c) Calcule (fog)(2) y (90 f)(2)
(d) ¢Son iguales (fog)(z)y (go f)(x)? Explique por qué
Y . : x+95
2. Determinacién de inversas: Demuestre que las funciones f(z) = 3z—5y g(z) = 3

son inversas entre si.

(a) Calcule (f o g)(x)
(

)
b) Calcule (g o f)(x)
(¢) {Qué debe cumplirse para que dos funciones sean inversas?
(d) Grafique ambas funciones junto con la recta y = x en el mismo sistema de coorde-

nadas
3. Funciones trigonométricas inversas: Para la funcién f(z) = sin !(z):

(a) Determine el dominio y rango
(

)
b) Grafique la funcién
(¢) Calcule sin(sin '(0.5)) y sin~!(sin(7/3))
(d) ;Por qué sin ! (sin(57/6)) # 57/6?

2 1
4. Calculo de funciones inversas: Encuentre la funcion inversa de f(x) = * +3 , T #£ 3.
x —

a) Siga el procedimiento estdndar: intercambie x e y y resuelva para y
b) Determine el dominio y rango de fy f~!

)
)

(c) Verifique que (fo f™)(z) =2y (f~'o f)(z) =
)

(d) {Qué relacién observa entre el dominio de f y el rango de f~1?

(
(



5. Graficas de funciones inversas: Las siguientes graficas muestran una funcién y su

iversa;:

() f@)=a® 220 (b) ()= va

(a) ;Cémo se relacionan las graficas de f v f~! con respecto a la recta y = 27

(b) ¢Por qué se restringe el dominio de f(x) = z* a z > 07?
(c) Si f tiene una asintota vertical, ;qué tipo de asintota tiene f~17

6. Composicién con funciones trigonométricas: Dadas las funciones f(x) = sin(x) y
g(z) = 2% + 1:

(a) Encuentre (f o g)(x) y su dominio

(b) Encuentre (g o f)(x) y su dominio

(c) (Es (f o g)(x) periddica? Explique

(d) {Cual es el rango de (go f)(z)?

7. Funciones trigonométricas inversas compuestas: Simplifique las siguientes expre-

siones:

(x)), para —1 <z <1

)
b) tan(cos™(x)), para —1 <z <1
) sin(2cos™?

)

8. Propiedades de las funciones inversas: Demuestre las siguientes identidades:

(a) sin~!(z) + cos™(z) = g, para —1 <z <1

1
(b) tan"!(x) + tan™! (—) = g, para z > 0
T



(c) sin”!(—z) = —sin"(2)

(d) cos™(—x) = 7 — cos™}(x)

9. Resolucion de ecuaciones: Resuelva las siguientes ecuaciones:

(a) sin"!(z) = g
(b) cos™}(2z — 1) = %
(c) tan (22— 1) = %

()

10. Funciones definidas por partes: Considere la funcién:

(d) 2sin~!(x) = cos~

r+2 sizx<-—1
flz) = q 22 si —1<x<?2

vV oo osixz>2

(a) Grafique la funcién f(x)

(b)

(c) Si f es inyectiva, encuentre f~!(z)
)

(d) Verifique que f(f *(z)) = x para algunos valores

b) (Es f una funcién inyectiva? Justifique

11. Composicién de funciones inversas: Dadas las funciones f(z) = e* y g(z) = In(z):

(a) Encuentre (f o g)(z) y su dominio

(b) Encuentre (g o f)(z) y su dominio

(¢) {Qué relacién observa entre fy g?

(d) Repita los incisos (a) y (b) para f(z) = sin(z) (con dominio restringido) y g(z) =
sin ! (z)

12. Derivadas de funciones inversas: Si f(z) = 2% + 2z + 1:

a) Demuestre que f es inyectiva

Sea g = f~!. Encuentre g(4) (sugerencia: encuentre a tal que f(a) = 4)

)
)
1
(c) Use la férmula i[fl(x) para encontrar ¢'(4)
)

dz 1= Ty

(d) Verifique su resultado calculando explicitamente g(x) y derivando

13. Funciones trigonométricas inversas avanzadas: Para la funcién f(x) = cos™(1/2):

(a) Determine el dominio y rango



(b) Encuentre la funcién inversa f~!(z)
(¢) Verifique que £(~1(x)) =  y f1(f(x)) = 2

(d) Grafique fy f~! en el mismo sistema de coordenadas

1

14. Analisis de dominio: Para las funciones f(z) = vz +2y g(x) = ——:

15.

16.

17.

18.

x—1

(a) Determine el dominio de fy ¢
(b) Determine el dominio de (f o g)(x)
(¢) Determine el dominio de (g o f)(z)
)

(d) {Por qué el dominio de (f o g)(x) no es simplemente la interseccién de los dominios
de fyg?

Funciones trigonométricas inversas en contextos aplicados: Un faro estd situado
a 1 km de la costa recta. El haz de luz gira a una velocidad angular constante de 3
radianes por minuto.

(a) Exprese la distancia d a lo largo de la costa desde el punto mas cercano al faro hasta
el punto donde el haz toca la costa, como funciéon del angulo ¢

(b) Exprese 6 como funcién de d
(c) Sit es el tiempo en minutos, exprese 6 como funcién de ¢

(d) Encuentre una funcién que exprese d como funcién de t

2T

Demostracién de biyecciéon: Demuestre que la funcién f(x) = T3 con r €
x

(—1,1), es biyectiva.

a) Demuestre que f es inyectiva

)
b) Demuestre que f es sobreyectiva hacia su rango
(c) Encuentre la funcién inversa f~!(z)

)

(d) Verifique que (fo f™)(z) =2y (fof)(x) ==
Composicién y periodicidad: Sea f(z) = cos(z) vy g(z) = 2x + .

(a) Encuentre (f o g)(x) y determine su periodo

(b) Encuentre (g o f)(x) y determine si es periédica

(¢) Si h(x) = sin(z), jcudl es el periodo de (f o h)(z)?
)

(d) En general, si f es periddica con periodo p y g es lineal, jes (f o g)(x) peridédica?

Identidades trigonométricas: Demuestre que:
(a) sin(2sin~!(x)) = 221 — 22, para |z| < 1

A



(b) cos(2cos™t(x)) = 22% — 1, para |z] < 1
2z

(c) tan(2tan~1(z)) = {2 bara lz] <1

(d) sin™*(x) + cos7(z) = g, para || < 1

19. Funcién inversa paramétrica: Considere la funcién f(r) = 23 + z.

(a) Demuestre que f es inyectiva

)

(b) En lugar de encontrar f~!(x) algebraicamente, represente f~! paramétricamente

(c) Use el método paramétrico para graficar fy f~! en el mismo sistema de coordenadas

(d) {Cémo se relaciona este método con la propiedad de que las gréaficas de f y f~! son
simétricas respecto a y = x?

20. Problema de aplicaciéon: La intensidad I de la luz a una profundidad de d metros en
el océano estd dada por I = Ipe "¢, donde I es la intensidad en la superficie y k es una

constante positiva.

(a) Resuelva la ecuacién para d en términos de I e I

(b) La funcién resultante es la inversa de la funcién original. ;Cuél es su interpretacion
fisica?

(c¢) Sik = 0.4, ;aqué profundidad la intensidad es el 1% de la intensidad en la superficie?

(d) Exprese la profundidad como funcién de la intensidad relativa r = I /I



